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PRESENTACIÓN 


l documento *Sobre el concepto de función derivada", asi 

como los fragmentos de las cartas entre Marx y Engels 

sobre el cálculo diferencial y las matemáticas que tiene 
ahora en sus manos, son sin duda de los textos menos conocidos 
de la obra escrita de Carlos Marx. Luchador y pensador revolucio- 
nario; investigador crítico del modo de producción capitalista y, 
en general, de la historia humana; economista, historiador, soció- 
logo, politólogo y filósofo...; estudioso también de la geología, la 
física, la química, la biología, la agronomía y las matemáticas...; 
su concepción globalizadora y totalizadora del funcionamiento de 
aquel modo de producción hace imposible circunscribir el campo 
de interés de Marx a una cualquiera de las áreas en que el cono- 
cimiento ha sido parcelado desde hace ya muchos anos. 

Salvo por lo relativo a la geometría analítica y al cálculo dife- 
rencial e integral, que en México suelen estudiarse en la educa- 
ción media superior, los conocimientos de matemáticas que 
adquirió Marx en su educación formal fueron los que hoy en día 
debe tener cualquier estudiante al terminar la educación media 
básica: aritmética elemental, álgebra, trigonometría, geometría y 
un poco de álgebra superior. 

No obstante lo anterior, el ahínco con que abordó las tareas 
que se propuso y el espíntu crítico que indudablemente lo caracte- 
nzó, lo llevaron a rechazar las interpretaciones superficiales co- 
rrientes en muchos de los textos de la época sobre conceptos 
fundamentales del cálculo, en particular, así como del análisis 
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matemático, en general; tal es el caso de los conceptos de diferen- 
cial y de derivada, conceptos que aún hoy son difíciles de apre- 
hender por un estudiante promedio de las ciencias soctales. 


Es más, algunas de sus reflexiones sobre las matemáticas 
no dejarían de sorprender a cualquier estudiante o estudioso con- 
temporáneo de las matemáticas: *...Está prácticamente fuera de 
discusión que escriba artículos. La ünica ocupación que me per- 
mite conservar mi necesaria tranquilidad mental, son las mate- 
máticas..."; *...Cuando tengo tiempo de leer, estudio cálculo 
diferencial e integral... Además, esta parte de las matemáticas es 
mucho más fácil (en lo que es puramente técnico) que, por ejem- 
plo, las partes superiores del álgebra. Aparte de conocimientos 
normales de álgebra y trigonometría, no se necesitan estudios 
preliminares, a no ser una cierta familiaridad con las cónicas...", 
o bien: “A ratos, como no se puede estar siempre escribiendo, 
hago algo de cálculo diferencial... No tengo paciencia para leer 
otra cosa. Toda otra lectura me conduce siempre de vuelta a mi 
escritorio..."), 

Igual que hizo con las otras disciplinas que abordó, y salvo 
por su aparente desconocimiento de los importantes y trascen- 
dentes trabajos de Bolzano, Cantor, Cauchy, Dedekind y Weierstrass 
(quienes en la Europa continental formaban parte del amplio con- 
junto de matemáticos que daba forma al cálculo contemporáneo), 
Marx demuestra conocer la obra de los principales matemáticos 
que habían abordado el cálculo diferencial e integral hasta los 
anos setenta del siglo XIX, distinguiendo claramente entre las co- 
rrientes delosgeómetras y los algebristas: Bouchalart, D'Alembert, 
Euler, Hall, Hemming, Hind, Lacroix, Lagrange, Leibnitz, 
MacLaurin, Newton y Taylor, entre otros. 

Habiendo caracterizado “los periodos fundamentales de la 
historia del cálculo diferencial" como el “místico” de Newton y 


(1! Fragmentos de diversas cartas de Marx a Engels, mismos que se repro- 
ducen más adelante en estos Cuadernos de Política y Cultura. Tomados de Marx, 
C. y Federico Engels (1975), Cartas sobre las ciencias de la naturaleza y las 
matemáticas, Anagrama, Barcelona, pp. 15-128, 
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Leibnitz, el “racionalista” de D'Alembert y Euler, así como el 
“algebraico” de Lagrange”, por el cual parcialmente se inclinó, 
propuso su propia interpretación del concepto de función deriva- 
da; sin embargo, fue una interpretación inédita por muchos años 
que formuló en un ensayo escnto en 1881 que solamente envió a 
Engels, y que no fue publicado en su totalidad sino hasta 1968 
por el instituto de Marxismo Leninismo del Comité Central del 
Partido Comunista de la Unión Soviética. 
Así, como señala Dirk Struik: 
"(Marx) no estuvo muy interesado en las técnicas de diferen- 
ciación e integración, sino más bien en los principios básicos 
sobre los cuales está constituido el cálculo, es dectr, la mane- 
ra en que las nociones de derivada y diferencial son introdu- 
cidas. Pronto encontró que existía una considerable diferencia 
de opinión entre los principales autores con relación a estos 
principios básicos, una diferencia frecuentemente acompa- 
ñada de confustón. 
“Marx sintió el desafío ofrecido por un problema que había 
atraído a algunas de las mentes más agudas del pasado, y 
que trata sobre el concepto mismo del proceso dialéctico, es 
decir, la naturaleza del cambio. Buscando una respuesta 
satisfactoria para sí mismo, fue a las fuentes, comparó re- 
sultados... El sentimiento de insatisfacción de Marx pudo 
haber sido compartido por algunos de los matemáticos de 
sus días. **) 
Ciertamente, los documentos que reeditamos en este núme- 
ro de Cuadernos de Política y Cultura dan un panorama muy 


9) "Anexo sobre los trabajos matemáticos de Marx”, pp, 147-148, en Marx, 
C. y Federico Engels (1975), op cit, pp. 131-155. Según se señala a pie de página 
(pág. 131), el anexo constituye la “Introducción” a los Manuscritos matemáticos 
publicados por el Instituto de Marxismo Leninismo del C.C. del PCUS en 1968. 

(8) Struik, D. J., “Marx y las matemáticas”, pp. 35-36, en Manuscritos ma- 
temáticos de Carlos Marx, Academia de Matemáticas, Colegio de Ciencias y Hu- 
manidades, plantel Oriente, UNAM, 1983, mimeo, pp. 30-53. Tomado de Críticas 
de la economía política (edición latinoamericana), núm. 18/19, México, enero- 
junio de 1981. 
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paraal y sesgado acerca de las preocupaciones de Marx y Engels 
por las matemáticas y las ciencias naturales; sin embargo, su lec- 
tura puede considerarse una primera aproximación a ellas, la cual 
puede ampliarse estudiando, entre otros trabajos, el documento 
Sobre el concepto de diferencial, la Dialéctica de la naturaleza, 
el Anti-Dühring, así como Ludwig Feuerbach y el fin de la filoso- 
fía clásica alemana. 

Desde hace mucho tiempo, prevalece entre los profesionales 
de las ciencias sodales una actitud bastante generalizada de des- 
interés e incluso de rechazo hacia el estudio de las matemáticas 
debida, sin duda, a múltiples y variadas causas: la persistencia 
de senas deficiencias en el proceso de enseñanza-apren dizaje 
des de los niveles iniciales de la educación formal, un desarrollo 
todavía muy insuficiente del vinculo entre ambas áreas del cono- 
cimiento y una idea cuestionable quizás originada en la economía 
de que las matemáticas son útiles solamente para el desarrollo de 
planteamientos que podrían ser calificados de positivistas o de 
conservadores, serían solamente tres de ellas. En sentido opues- 
to, hay que reconocer también el injustificado y equivocado desin- 
terés recíproco de muchos de quienes trabajan en el campo de las 
matemáticas hada las ciencias sociales; no obstante su importan- 
cia, la discusión de estos temas escapa de la intenaón de una 
publicación como la presente. 

Pero quizá la respuesta a la pregunta del porqué del interés 
de Marx hacia las matemáticas y las ciencias naturales se en- 
cuentre en la afirmación de “El general”, sobrenombre con que 
aquél se refería a Engels, en su breve discurso ante su tumba: 
*.,.Para Marx, la ciencia era una fuerza histórica motriz, una fuer- 
za revolucionaria... "9, 
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(4 Engels, F. (1883), “Discurso ante la tumba de Marx”, pág. 172, en Marx, 


C. y Federico Engels (1980), Obras escogidas, tomo III, Progreso, Moscú, pp. 
17 1-173. 
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Supongamos que la variable independiente X crece hasta el valor 


X, y, por lo tanto, la variable dependiente Y crece hasta Y, 2 


U Este manuscrito fue elaborado por Marx en 1881 para Engels. Este es el 
primer trabajo del ciclo de manuscritos pensado por Marx, dedicado ala exposi- 
ción sistemática de sus ideas relativas a la naturaleza e historia del cálculo 
diferencial. En este trabajo él introducelanoción de derivación algebraica que le 
pertenece y el correspondiente algoritmo para calcular la derivada de ciertas 
clases de funciones. En e! sobre adjunto al manuscrito está una leyenda escrita 
por Marx: “Para el General”. Así le llamaban en la familia de Marx a Engels, por 
sus artículos referentes a problemas militares. En cuanto Engels conoció este 
manuscrito respondió a Marx felicitándole en carta del 18 de agosto de 1881 
(véase las obras de Marx C. Y Engels F., tomo 35, pp. 16-18). El texto alemán del 
manuscrito se publica con las rectificaciones hechas por Marx al texto original. 
Algunos de los materiales preparatorios (bosquejos, complementos) se publican 
en el manuscrito 4146 de la presente edición* . Las referencias a borradores no 
publicados son señalados en estas anotaciones al pie de página. Este manuscrito fue 
publicado por primera vez (incompleto) en 1933 en ruso, en la revista Marksizm y 
Estiestvoznanie, Partizdat, Moscú (1933) 5-11 y en la revista Pod znamieniem 
Marksizm, núm. 1 (1933) 15, en la edición bilingúe que por primera vez aparece 
en alemán. 

* Se refiere a la edición bilingüe ruso-alemán (Nota de Ed.] 

(2) Para evitar errores con la notación de derivada aquí y en lo subsecuen- 
te en casos similares las notaciones usadas por Marx Si Y',... paralos nuevos 
valores de las variables, serán sustituidos por X, Y, ... 

En las fuentes que Marx utilizó no aparecía la noción de valor absoluto 
(módulo). Por esto Marx con frecuencia (por lo visto para fijar ideas) considera 
sólo los vaiores crecientes de las variables, pero hay veces (véanse, por ejemplo, 
Ios manuscritos 4001 y 4302) que hablan también sobre el crecimiento de X en 
un incremento h positivo o negativo. 


Aqui en la parte I se considera el caso más simple, cuando 


X aparece solamente a la primera potencia. 


1) Y = aX, si X crece hasta X, entonces 
Y, = aX,, luego 
Y,- Y = a(X,-X) 


Si ahora realizáramos la operación de derivación, esto es, si 
permitimos a X, disminuir hasta X, obtendriamos: 
X =X;X-X=0 
Por consiguiente: 
a (x, -X)=a:0=0 
Luego, dado que Y creció hasta Y, sólo como consecuencia 
de que X creció hasta X,, entonces también tendriamos: 
EE E PE eu 
Por lo tanto: 
Y, - Y = a(X, - X) se convertiría en O = 0 
Primeramente, la formación de diferencias y luego 
inversamente quitarlas nos lleva literalmente a la nada. Toda la 
dificultad para entender la operación de derivación (como tam- 
bién para entender la negación de la negación, en general) con- 
siste precisamente en apreciar en qué se distingue dicha 
operación [de derivación] de tal procedimiento simple [de suma 
y resta] y como lleva, por tanto, a resultados reales. 
Si dividimos a(X, - X) y el primer término de la última 


ecuación entre el factor (X, - X), obtendremos: 
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Puesto que Y es la variable dependiente, ella en general no 
puede realizar ningün cambio en forma independiente. Debido 
a esto [puesto que aqui y - a x] no es posible hacer Y, = Y y, por 
consiguiente, no puede hacerse Y, - O, sin que antes X, sea 
iguala X. 

Por otro lado, vimos que X, no puede ser igual a X en la 
función (X, - X), sin que esta ültima se reduzca a cero. Por esto, 
en el momento en que dividimos entre el factor (X,- X) ambos 
lados de la ecuación, este factor resulta necesartamente una 


diferencia finita?. De este modo, en el momento en que forma- 


mos la relación 
Yi-Y 


Ai X 


La expresión (X, - X) representa siempre una diferencia fi- 


nita y, por lo tanto, Y:-Y es una relación entre diferencias 
Xı- X 
finitas; en correspondencia con esto: 
Y:-Y AY 
Xı-X AY 
Es asi quel? 
Yis AY. 


— — e 
Xi-X AX 


9$) De acuerdo con la terminología acostumbrada en las fuentes utilizadas 
por Marx, al decir diferencia finita se sobrentiende una diferencia no igual a 0. 

' En toda ecuación Marx distingue sus dos miembros, los cuales no siem- 
pre juegan un papel simétrico. En el miembro izquierdo de la igualdad frecuen- 
temente él coloca dos expresioes sinónimas diferentes unidas por el conectivo 
“o”, 


Carlos Marx 


donde la constante a aparece como límite de la relación de las 


diferencias finitas de ambas variables. 


®© En la literatura matemática que Marx tuvo a su disposición, el término 
límite (de una función) no tenía un único significado y lo más frecuente es que se 
entendiera como el valor de la función, alcanzado por ella finitamente al final de 
un proceso infinito de aproximaciones de la variable a su valor limite (véase el 
apéndice: “Sobre el concepto de limite en las fuentes utilizadas por Marx”). A la 
crítica de tales deficiencias está dedicado el manuscrito 4144: “Sobre la unicidad 
de los términos límite' y “valor limite”. En el presente manuscrito, el término 
límite es utilizado por Marx en un sentido especial: como la expresión que redefine 
la relación dada para aquellos valores de la variable en los que la expresión 
original no está definida. Expresiones necesitadas de tal redefinición fueron 
para Marx las relaciones AY/AX (se reduce a 0/0 cuando 4X=0) y la dy/dx, 
esta última interpretada como expresión simbólica para una relación de diferen- 
cias finitas eliminadas, esto es, para 0/0. Marx entiende la aplicación del límite 
a la relación 4Y/4X en cierta correspondencia con las definiciones de este con- 
cepto contenidas en los textos de Lind y Lacroix, a saber: como la expresión 
idénticamente igual a la relación 4Y/4X, asi AX #0, pero redefinida por conti- 
nuidad cuando se reduce a 0/0. Lo entendido aquí por límite debería entenderse 
como la prederivada. Sobre este particular, Marx escribe (véase la parte DI 
aplicado a la relación AY/AX, donde Y = aX? + bX^* c X +d. La prederivada 
a(X2+X,X + X?) + b(X,+ X) + cresulta ser el limite de la relación de las diferen- 
cias finitas, es decir, independientemente de lo pequeñas que sean tales dife- 
rencias, el valor de AY/AX estará dado por esta derivada. Más adelante, en el 
mismo II, Marx dice que reduciendo X, igual a X, o sea AX = O"“lleva este limite a 
su valor minimo”, lo cual da como resultado “la derivada definitiva". 

En forma análoga, por límite de la relación de diferenciales Marx entiende 
en este manuscrito la expresión real (algebraica, véase la nota al pie de página 
núm. 6) que le confiere un valor a dicha relación, en otras palabras, la función 
derivada. Sin embargo, Marx escribe que en la ecuación dY/dX - f (X) 'ninguno 
de los dos términos es el valor limite del otro; estos términos no se encuentran 
uno respecto del otro en relación del límite, sino en relación de equivalencia” 
(véase el final del manuscrito 4144). Este mismo término en otro lugar (véase el 
final del manuscrito 4148, tercer bosquejo) como sustituible por la categoría de 
límite en el sentido que tiene en el texto de Lacroix, donde tal categoría posee un 
valor importante para el cálculo diferencial e integral (sobre la definición de 
Lacroix, véase el apéndice: “Sobre el concepto de límite en las fuentes matemá- 
ticas que utilizó Marx”). 
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Puesto que a es constante, ni a ni la parte derecha de la 
ecuación reducida a ella admite cambio alguno. En tal caso, el 
proceso de derivación ocurre en la parte izquierda de la ecua- 
ción: 

Yi;-Y ó AL 
Xi X AX 


y ésta resulta ser una característica de funciones simples, ta- 
les como ax. 

Supongamos que en el denominador de la relación [varia- 
ble] X, decrece aproximándose a X; la frontera de su 
decrecimiento será alcanzada cuando X, se reduce a X, de ma- 
nera que la diferencia (X, - X) resulta igual a X - X = Oy, conse- 
cuentemente, también Y, - Y = Y - Y = 0. En esta forma 


obtendremos: 

0 

—= a 

0 

0 
Dado que en la expresión y se esfumó toda huella de su 
: ri dY 

procedencia y valor, entonces la sustituimos por dx' donde 


las diferencias finitas X,- X, AX y Y:- Y o AY aparecen en for- 


ma simbólica como diferencias eliminadas o desaparecidas, de 


AY : dY 
manera que — se convierte en “- 
AX dX 
Asi, 
dY 
——2a 
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Ciertos matemáticos racionalizadores se regocijan fuerte- 
mente del hecho consistente en que las magnitudes dY y dX 
cuantitativamente parecen como si sólo fueran magnitudes in- 
finitamente pequenas [y que su relación] es sólo cercana a e 
resultan una quimera, como será mostrado palpablemente en 


la parte Il. Vale además la pena recordar como particularidad 


del iderad d rin NE: 
el caso considerado que tanto —— =a como ——- —- , esto es, 
q AX dX 


el limite [de la relación] de las diferencias finitas resulta tam- 
bién el limite [de la relación] de diferenciales. 
2) Como segundo ejemplo del mismo caso puede servir: 


Yea y =X,Y -Y=X -X, YY 4Y 12 dt 
1 1 1 1 


ECH — ó 1 
Xi-X AX 0 dx 


Cuando tenemos la expresión Y = f (X), donde particular- 
mente en el segundo miembro de esta ecuación aparece una 
función (de) X en su expresión algebraica desarrollada", llama- 
remos a tal expresión función original de X, a su primera modi- 


ficación obtenida mediante el planteamiento de incrementos 


© Bajo el nombre de algebraica, Marx entiende toda expresión que no 


contiene símbolos de derivadas o diferenciales. Tal uso del término expresión 
algebraica es característico de la literatura matemática de principios del siglo 
XIX. Con frecuencia, Marx distingue los conceptos de función siguientes: “fun- 
ción de (von) X" y "función en (in) X”, esto es, función como correspondencia y 
función como expresión analítica (véase el manuscrito 4302 "Manuscrito incon- 
cluso: Teorema de Taylor"). En el presente manuscrito, Marx no se ciñe riguro- 
samente a tal distinción, mencionando frecuentemente sólo "función (de) X" 
[donde el (de) es un agregado obligado en castellano, pero que evidentemente no 
aparece en el original]; posiblemente esto se deba a que siempre está hablando 
de funciones dadas por ciertas expresiones algebráicas. La correspondencia que 
relaciona el valor de la variable independiente X con el valor de la variable de- 
pendiente Y, Marx la da mediante la educación Y = f (X), donde Y es la variable 
dependiente y f (X) es la expresión analitica, considerada respecto de la varia- 
ble incluida, X. 
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derivada previa de la función (de) X, mientras que a la forma 
final que toma como resultado del proceso de derivación, la lla- 
maremos derivada de la función (de) x" 
1)Y-aX* bX?*cX.e 
Si X crece hasta X,, entonces 
Y,- aX? * bX,? t cX, - 
Y, -Y = a(X? - X’) + b(X.? - X?) + e(X, - X) 
- a(X, - X) (X? * XX * X*) + b(X, - (X, + X) + c(X, - X) 


De donde 
Y. 
T ó n -a(Xi2 4 XIX + X 7) 4 b(Xi*X)*c 


La derivada previa 


a(X,? +X X +X?) + b(X, +X) *c 


aqui resulta ser el limite del cociente de incrementos, es decir, 


no importa qué tan pequenos sean tomados estos incrementos, 


el valor de AY quedará dado por esta derivada. Sin embargo, tal 


AX 


7 La esencia del método de derivación algebraica presentado por Marx 
consiste en que la relación LEAL ael cociente de incrementos (que 
tiene sentido sólo si X, # X} él la redefine por continuidad en X,- X. Con este fin 
es que busca la función p(X, X) la cual para X, # X coincide con la relación 
AX, - J(Xy X,- X y es continua bajo X, ->X. A tal función p(X, X) Marx le llama 
función derivada previa de la función fX). Si esta última existe (lo cual tiene 
lugar para la ciase de funciones aquí consideradas), entonces dicha derivada 
coincide con la actual noción de derivada: 

lim X)- TS . 

X, X A a L= px) 
En esta época, a Marx ya le eran conocidas funciones para las que el operador 
derivada no estaba definido (véase el manuscrito 4302). 
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valor no coincide, como en la parte I, con el límite del cociente de 
diferenciales”. 

Si en la función a( X;* « X: X - X*) -b( X» X) * cla variable X, 
decrece hasta no alcanzar la frontera de su disminución, esto es, 
hasta no llegar a ser igual a X, entonces X? se transforma en X, 
XX en X? y X, + Xen 2X, y asi obtenemos la derivada de la fun- 
ción (de) X : 

3axX*+2bX+c 


Aquí claramente se revela lo siguiente: 

En primer lugar, para la obtención de la derivada es necesario 
hacer X, igual X, lo que significa desde un punto de vista matemá- 
tico estricto, sin rodeos debidos solamente a la aproximación infi- 
nita, que X, - X - O. 

En segundo lugar, el hecho de hacer X, =X, y por tanto, 
X, -X 2 0, noagrega absolutamente nada simbólico ala derivada". 
La magnitud X, introducida originalmente a través de la variación 
de X no desaparece, tal magnitud solamente se reduce a su límite 


minimo - X y permanece como cierto elemento de nuevo intro- 


TI Luego de esta frase en el borrador de este manuscrito (4146, pág. 4) se 


dice: "Por otro lado, el proceso de derivación ocurre ahora en la derivada previa 
de la función (de) X (parte derecha), mientras que en la parte izquierda necesa- 
riamente el mismo proceso acompaña a este movimiento. 
9 En lugar de esto, en el borrador se dice lo siguiente: 

"b) La búsqueda de la derivada de la función original (de) X ocurre de manera 
que primeramente tomamos cierta derivación finita [formando los incrementos, 
o sea, las diferencias finitas]; esto último nos da la derivada previa, que resulta 
ser el límite para ÁY/ AX. Al proceso de derivación que enseguida pasarnos, 
lleva este límite a su valor mínimo. La magnitud X , introducida en la primera 
derivación no desaparece...". 
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ducido en la función (de) X original. Esta magnitud X,, en com- 
binaciones parciales consigo misma y parcialmente con la X de 
la función original, nos da la derivada definitiva, o sea, la "deri- 
vada" previa reducida a su magnitud mínima. 

La reducción de X , a X dentro de la función primera deri- 


1 
vada (previa) transforma la parte izquierda ER en o ó en dr, 


lo cual significa que: 


ER 
0 dX 


de tal manera que la derivada aparece como el límite de la rela- 


ción de las diferenciales. 

La tribulación trascendente o simbólica ocurre solamente 
en la parte izquierda de la expresión, pero ya habiendo perdido 
su forma horripilante, dado que ahora aparece solamente como 
una expresión del proceso, cuyo contenido real aparece en la 
parte derecha de la misma ecuación. 

En la derivada 3aX? * 2bX + c la variable X se encuentra en 
condiciones totalmente distintas a las que se encontraba en la 
función original (de) X (precisamente en aX? + bX? + cX - e). Por 
esto, ella (esta derivada) a su vez puede aparecer como función 
original y mediante la reanudación del proceso de derivación 
establecido, puede ser de nuevo fuente de una cierta derivada. 
Esto puede repetirse mientras la variable X no sea final- 
mente eliminada de alguna derivada; por tanto, esto puede 
extenderse infinitamente sólo en aquellas funciones de X 
representables como sumas infinitas, lo que ocurre en la mayo- 


ría de los casos. 


| Carlos Marx 


d'V d'M 


Los simbolos T etc. indican sólo la derivada 
genealógicarespecto de la función original (de) X dada inicialmen- 
te. Sólo aparecen como simbolos mágicos en caso de interpretar- 
los como punto de partida del movimiento y no simplemente como 
expresiones de las funciones (de) X deducidas. Entonces, en efecto, 
parece sorprendente que larelación de magnitudes que se anulan 
deban nuevamente pasar por grados superiores de anulación, 
mientras que a nadie le sorprende que, por ejemplo, 3X? puede 
recorrer el proceso de derivación tan exitosamente como su 
progenitora X’, dado que de 3X? podemos partir como de una fun- 
ción original de X. 

Sin embargo, notabene. El cociente de incrementos Z esel 
punto de partida del proceso de derivación prácticamente sôlo en 
ecuaciones como las tratadas en la parte I, donde X aparece sólo a 
la primera potencia. Pero entonces, como se muestra en la parte I, 
obtenemos como resultado que: 

AY aY 
ax 87 ay 

Por ende, aquí mediante el proceso de derivación, por el que 
pasa X efectivamente no se determina ningún nuevo límite. Esto 
[labüsqueda del nuevo límite] es posible sólo debido a que la deri- 
vada previa contiene a la variable X, es decir, porque i perma- 


- . (10) 
nece como simbolo de cierto proceso real. 


(19 La frase correspondiente en el borrador (pág. 7) dice así: "Esto puede 
obtenerse sólo alli, donde la función derivada previa contiene la variable X, por 
eso también su movimiento puede formar cierto nuevo valor auténtico, de ma- 
nera que dY/dX es el simbolo de un proceso real". 
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Esto, evidentemente, de ninguna forma impide que en el 


cálculo diferencial los simbolos LY d^Y 


T ,etc. y sus combinacio- 
nes aparezcan en ellado derecho de la ecuación. Pero entonces 
sabemos también que tales ecuaciones simbólicas puras sólo 
señalan aquellas operaciones que luego hay que realizar sobre 
las funciones reales de sus variables. 
2) Y = aX” 
Si X se convierte en X, entonces Y, = a X,", y 
Y,- Y=a(X xg 
SR, -X) (XP +X? X+X X* vete, 


hasta el término XS mm Ami 


tendremos 
-Y - 1 m- m- 2 m-m m-j 
As out O A E ME. a paquet] 
X,-X AX 


Si ahora aplicamos a esta derivada previa el proceso de 

derivación, de manera que al hacer 
X,=X6X,-X=0 
tendremos que 
X," se transforma en X" 
X,"?X se transforma en X"?X = mäint = xm 
X,"3X? se transforma en X7? X? 2 x12 = gm 
y, finalmente: 
AU X™ se transforma E E 
Obtenemos de este modo, m veces la función X" y la deri- 


vada es, consecuentemente, m a X", 


| Carlos Marx 


Gracias a la igualdad X, = X en la derivada previa? en el 


lado izquierdo, el cociente ar se transforma en D o ay de 
AX 0 dx 
donde 
a maX"" 
dX 


Podrian exponerse de esta manera todas las operaciones 
del cálculo diferencial, pero resultaria un pedantismo diabólico 
innecesario. De todas formas, plantearemos aqui un ejemplo 
adicional, ya que en los anteriores la diferencia X, - X aparecia 


en la función (de) X sólo una vez y por eso, al formar la expresión 


Y,-Y E AY 
X,-X AX 
desaparecia de la parte derecha. Esto no ocurre en el siguiente 
caso: 
3) Y-a* 
Si X se transforma en X,, entonces 
Y, = 0% 
de donde 
Y,-Y = a - a* = a* {ařr*-1) 
[pero] 


oi? [14(a-1)) Xi* 


(X, - X)t X; - X -1) 


a-1)? + etc. 
102 ( ) 


[1«(a- 1] =1+(X, - X)fa- 1) 


UU Es decir, en el lado derecho. 
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de donde 
A = xja = 1) ZK leur, 
(12) 
(X, -XWX -X-10X,-X-2),. jp EH 
1.2.3 
- (15) 
ES cal MY Lgs qe Lg uut eL o e 
X,-X AX 1.2 


PA AAA T ete 
1.2.3 


Si ahora hacemos X, - X, y en consecuencia X,- X = 0, 


obtendremos entonces como derivada: 


atfía-1)=Gta-1) EE -ec) 


Sx cala -Ffa ir eta P) ete] 


Si designamos ahorala suma de constantes en las llaves a 


través de A, entonces 
ay 
dX 


aqui, sin embargo, A = al logaritmo neperiano del número a, 


di Aqui Marx reprodujo el desarrollo formal de una función en serie ca- 
racteristico de los libros de matemáticas a los que él tuvo acceso, dejando de 
lado los problemas de convergencia de la serie obtenida y coincidencia de los 
valores de la función con los limites de las sumas parciales. 

ID . símbolo usado en las demostraciones para sustituir la frase «por lo 
tanto». 
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dY ' ; 
resulta ser que la —o, si se sustituye a Y por su valor, 
da* dx 


da* «log a-a*dX 


Complemento 


Teniamos 
1) Los casos considerados, donde el factor (X,- X) aparece 
sólo una vez en [la expresión que lleva a la] derivada previa, o 
sea a la ecuación en diferencias finitas! , como consecuencia 
de lo cual al dividir ambos lados por X,- X se forma [una expre- 
sión para] 
JE AN 
X-X AX 
[que no contiene la diferencia introducida X, - X], es decir, 
este factor se simplifica de la función (de) X. 
2) [En el ejemplo: d (a*j] los casos considerados, donde per- 
manecen factores (X, - X) en la función (de) X luego de formar [la 


relación] AY qe, 


(13) El texto titulado "Complemento" lo constituye el contenido adjunto en 
una hoja separada al manuscrito, la cual tiene numeradas sus páginas en for- 
ma independiente: 1 y (e! reverso) 2. 

(15) Bajo ecuación en diferencias finitas, por lo visto, Marx tiene en mente 
expresiones tipo: fiXj) - ffX) = (X, - X) e (X, X) (Véase la anotación (7). 

19 En este lugar Moore escribió a lápiz: "No es asi, estos factores son 
X,-X- 1, Xy- X-2, etc. Por lo visto Marx aqui presuponía no los factores (X,- X) 
sino las expresiones X, - X y quiso decir que la reducción a cero de la diferencia 
X, - X conservadas en las expresiones para la derivada previa, no priva de vera- 
cidad a ésta última. 
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3) Falta considerar aún aquel caso donde el factor X, - X no 
se elimina directamente de la primera ecuación en diferencias 
([que nos lleva a] la derivada previa) 

Y-4a^ +X’ 
2 
Y cda +X, 
Y,-Y-4ja^-X/ -va +X’ 
dividimos esta función en X —consecuentemente también la 


parte izquierda— entre X, - X. Entonces: 


Ysy Ca qa tX; - Ja?^ +X? 


o —| = 
AX EEX 


Para librar al lector de las irracionalidades, multiplique- 
mos numerador y denominador por ya? +X/ «a? +X?’ y ob- 


tendremos: 


AY ` a! +X; -(a! « X') e X-X? 
AX (x -Xda +X? aX) (X-X «X? Nae) 
pero 


x c (X,- XX, +X) 


(X, - X) da? * X/ - 4a! +X’) " (X,- X) da? «X! «4a? xj 


por lo tanto 


A, +X 


deii Xf dai AA 


AY 
AX 


Si ahora se hace X, - X ó X,- X - 0, entonces: 


ON ` 2X X 
dX  24a*-X* Ja! X? 
por lo tanto, 
XdX 


dYód ya? +X’ = 


ya? + X? 
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CARTAS 


MARX A ENGELS (LONDRES, 23 DE NOVIEMBRE DE 1860) 


...Está prácticamente fuera de discusión que escriba arti- 
culos. La única ocupación que me permite conservar mi tran- 
quilidad mental necesaria, son las matemáticas... 


MARX A ENGELS (LONDRES, 6 DE JULIO DE 1863) 


... Cuando tengo tiempo de leer, estudio cálculo diferencial 
e integral. ¡A propósito! Tengo un montón de publicaciones so- 
bre esta materia y te enviaré una de ellas si tienes la intención 
de abordar esta especialidad. Pienso que es casi indispensable 
para tus estudios militares. Además, esta parte de las matemá- 
ticas es mucho más fácil (en lo que es puramente técnico) que, 
por ejemplo, las partes superiores del álgebra. Aparte de conoci- 
mientos normales de álgebra y trigonometria, no se necesitan estu- 
dios preliminares, a no ser una cierta familiaridad con las cónicas. 


MARX A ENGELS (LONDRES, 20 DE MAYO DE 1865) 


A ratos, como no se puede estar siempre escribiendo, hago 
algo de cálculo diferencial... No tengo paciencia para leer otra 
cosa. Toda otralectura me conduce siempre de vuelta a mi es- 


critorio... 
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MARX A ENGELS (LONDRES, FINALES DE 1865-PRINCIPIOS 
DE 1866) 


La ültima vez que estuve en Manchester, me pediste que te 
explicara el cálculo diferencial. El ejemplo siguiente te dejará la 
cosa muy clara. Todo el cálculo diferencial nació cuando se pro- 
pusieron trazar tangentes en unos puntos cualesquiera de unas 
curvas cualesquiera. O sea que a partir de eso voy a intentar 
ilustrarte la cosa con un ejemplo. 

Imagina que la linea n4o sea una curva cualquiera, cuya 
naturaleza no conocemos (parábola o elipse, etc.) y ala que de- 
bemos trazar una tangente en el punto m. 


Ax es el eje. Tracemos la perpendicular mP (la ordenada) 
sobre el eje de las abscisas Ax. Imagina ahora que el punto n 
sea el punto más infinitamente próximo de m en la curva. Si 
trazo una perpendicular np sobre el eje, p debe ser el punto 
más infinitamente próximo a P y np la paralela más infinita- 
mente próxima a ml’. Traza ahora una perpendicular infinita- 
mente pequeña mR sobre np. Si ahora coges AP...x como 


Carlos Marx 


abscisa!" y mP...y como ordenada, np es igual a mP (o Rp) más 
un incremento infinitamente pequeño bd en el que [n] = dy 
(diferencial de y) y mR (=Pp) = dx. Como la parte mn de la tan- 
gente es infinitamente pequena, coincide con la parte corres- 
pondiente de la curva. Por consiguiente, puedo considerar mn. R 
como un A (triángulo), y los A mnR y mTP como unos triángulos 
semejantes. De ahi: dy (=nR) / dx (=mR) = y(mP)/ PT (que es la 
subtangente a la tangente Tm). Por consiguiente, la subtangente 
PT = y(dx/ dy). 

Ahora bien, ésta es la ecuación diferencial general para to- 
dos los puntos de contacto de todas las curvas. Si ahora tengo 
que seguir operando con esta ecuación y determinar con ella la 
magnitud de la subtangente PT (si conozco ésta, sólo tengo que 
unir con una recta los puntos T y m para obtener la tangente), 
es preciso que sepa cuál es el carácter específico de la curva. En 
función de su carácter (de parábola, de elipse, de cicloide, etc.) 
tiene una ecuación general determinada para la ordenada y la 
abscisa de cada uno de sus puntos, ecuación conocida a través 
de la geometria algebraica. Asi pues, si, por ejemplo, la curva 
mAÁo es una parábola, sé que y! (y = la ordenada de cualquier 
punto) = ax, donde a es el parámetro de la parábola y xla abscisa 
correspondiente a la ordenada y. 

Si llevo este valor de ya la ecuación PT = ydx/dy es preciso 
que busque en primer lugar dy, es decir, que encuentre la dife- 
rencial de y (la expresión suplementaria que recibe y en su in- 
finitamente pequeño crecimiento). Si y? = ax, sé por el cálculo 
diferencial que d(y*) = d(ax) (naturalmente debo diferenciar los 
dos términos de la ecuación) da 2ydy = adx (d significa siempre 
diferencial). Así pues, dx = 2ydy/a. Si llevo este valor de dxa la 
fórmula PT = ydx/dy, obtengo PT = 2y'dy/ady = 2y?/a = (como 
V? = ax) 2ax/a = 2x. Es decir, la subtangente de cada punto m 
de la parábola = doble de la abscisa del mismo punto. Las mag- 
nitudes diferenciales desaparecen en la operación. 


II Puntos suspensivos en el Inanuscrito; debe leerse: "si x es el valor de 
AP”. 
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ENGELS A MARX (BRIDLINGTON QUAY, 18 DE AGOSTO DE 
1881) 


...Ayer me armé de valor y decidí estudiar tus manuscritos 
matemáticos"! incluso sin ayuda de libros; pude comprobar con 
alegría que no los necesitaba, cosa por la que te felicito. Es algo 
tan evidente que jamás entenderé la terquedad de los matemá- 
ticos en negarlo. Pero eso se debe ala manera de pensar total- 
mente unilateral de esos senores. Son absolutamente incapaces 
de plantear decididamente y sin rodeos que dy/ dx = 0/0. Está 
claro, sin embargo, que dy/ dx sólo puede ser la pura expresión 
de un proceso que afecte a x y a partir del momento en que ha 
desaparecido la última huella de los quanta x e y, y que sólo 
permanece la expresión del proceso de variación que les ha afec- 
tado, sin ninguna otra cantidad. 

No tienes por qué temer que ningún matemático te haya 
precedido en este terreno. Esta manera de diferenciar es inclu- 
so mucho más sencilla que todas las demás, hasta el punto de 
que la he aplicado para deducir una fórmula que de momento 
no conseguia encontrar y la he confirmado después utilizando 
el método habitual. Este procedimiento habría debido provocar 
el mayor interés, dado que, en particular, demuestra claramen- 
te que el método habitual olvida que dx, dy, etc., es positiva- 
mente falso. Y la particular belleza de la cosa es que es únicamente 
cuando dy/dx = 0/0, y solamente entonces, la operación es matemá- 
ticamente absolutamente justa. 

Así es que el viejo Hegel tenía toda la razón cuando afir- 
maba que la condición fundamental de la diferenciación era 
que las dos variables, necesariamente, correspondieran a 


9! sin duda se trata de una parte del manuscrito de más de mil páginas 
donde están reunidos los trabajos emprendidos por Marx a partir de los anos 
sesenta sobre las obras de los más importantes matemáticos. Entre 1878 y 
1882, Marx trabaja en una exposición de la Historia del cálculo diferencíal. 
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potencias diferentes y que una correspondiera al menos a la 
potencia 2 o '^. Ahora también sabemos por qué motivo. 

Cuando decimos que en y = f(x) x e y son variables, eso 
significa, mientras no se modifique, una afirmación sin la me- 
nor consecuencia, y x e y siguen siendo, pro tempore (provisio- 
nalmente) unas constantes de hecho. Sólo cuando se modifican 
realmente, es decir, en el interior de la función, pasan a ser efec- 
tivamente unas variables, y sólo entonces puede aparecer la 
relación, oculta en la ecuación primitiva, no entre dos magnitu- 
des en tanto que tales, sino de su variabilidad. La primera deri- 
vada Ay/ Ax muestra esta relación, tal como se produce en el 
curso de la variación real, es decir, en cualquier variación deter- 
minada; la última derivada dy/dx la muestra en su universali- 
dad pura, y éste es el motivo de que partiendo de dy/dxpodamos 
llegar a Ay/ Ax, mientras que éste jamás abarca otra cosa que el 
caso concreto. Pero para pasar del caso concreto a la relación 
general, hay que superar el caso singular como tal. Y, por con- 
siguiente, después de que la función ha efectuado el proceso que 
va de x a x' con todas sus consecuencias, se puede dejar tran- 
quilamente que x' vuelva a ser x; ya no es la antigua x variable 
ünicamente por el nombre: ha efectuado una variación real, y 
el resultado de la variación subsiste, aunque la volvamos a su- 
perar. 

Asi queda claro de una vez para todas lo que muchos ma- 
temáticos llevaban tiempo sosteniendo sin poder ofrecer unos 
fundamentos racionales: a saber, que el cociente diferencial es 
el original, que las diferenciales dx y dy son derivadas: es la 
misma derivación de la formula lo que exige que los dos factores 
llamados irracionales constituyan en su origen uno de los miembros 
delaecuación, y sólo cuando se ha devueltolaecuaciónasu primera 
forma propia: dy/dx = f(x] se puede hacer algo con ella, suprimir 
los irracionales y sustituirlos por su expresión racional. 

Esta historia me ha obsesionado hasta tal punto que no 
sólo pienso en ella todo el día, sino que incluso la noche pasada 
le di en sueños a un tipo mis gemelos para diferenciar y él lo 
resolvió con ayuda de ellos. 
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ENGELS A MARX (LONDRES, 21 DE NOVIEMBRE DE 1882) 


..Anexo 1. Un ensayo matemático de Moore. Es obvio que la 
conclusión según la cual el método algebraico no es más que le 
método diferencial disfrazado se refiere Únicamente a su propio 
método de construcción geométrica, y sobre este punto tiene 
bastante razón. Le he escrito que tú no concedias ningún valor 
ala manera como alguien puede representar materialmente las 
cosas en la construcción geométrica y que bastaba la aplica- 
ción a las acusaciones de las curvas. Y también que la diferen- 
cia fundamental entre tu método y el antiguo era que tü 
transformabas xen x’, que por consiguiente la hacias variar real- 
mente, mientras que los otros partian de x + ^, que sigue siendo 
siempre la suma de dos magnitudes, pero nuncala variación de 
una ünica magnitud. Y que por tal motivo tu x, incluso cuando 
ha pasado por x' y ha vuelto a ser la primera x, es sin embargo 
otra cosa que antes; mientras que si comienza anadiéndose h a 
x, y luego se sustrae, x permanece constante todo el tiempo. 
Ahora bien, toda representación gráfica del proceso de varia- 
ción es, por absoluta necesidad, la representación del proceso 
pasado, del resultado, por consiguiente de una magnitud con- 
vertida en constante; la linea x y su fragmento suplementario 
se representan como x + h, o sea como dos fragmentos de una 
linea ünica. Y de eso se desprende que esimposible una repre- 
sentación gráfica de la manera como x se convierte en x'y vuel- 
ve a convertirse en x... 


MARX A ENGELS (VENTNOR, 22 DE NOVIEMBRE DE 1882) 


... Como viste inmediatamente, Sam! critica el método ana- 
lítico que yo aplico dejándolo tranquilamente de lado y ocupán- 


(3) Samuel Moore. 
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dose en su lugar de la aplicación geométrica, cosa de la que yo 
todavía no he dicho palabra. 

Podría proceder de la misma manera para el desarrollo del 
“método diferencial” propiamente dicho: comenzando con el 
método místico de Newton y Leibnitz; pasando luego al método 
racionalista de D'Alembert y Euler; para terminar finalmente 
con el método estrictamente algebraico (pero partiendo siempre 
de la misma concepción fundamental propia de Newton y 
Leibnitz) de Lagrange, podria cerrar el pico a todo este desarro- 
llo histórico del análisis replicando a mi vez que, prácticamente, 
nada esencial ha cambiado en la aplicación geométrica del cál- 
culo diferencial, es decir, en la representación sensible que efec- 
tua la geometria... 
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